Kapitel 4

Schwingungen und Wellen

In den vorangegangenen Kapiteln wurde die Mechanik der Massenpunkte sowie des starren und de-
formierbaren Krpers diskutiert. Ein wesentlicher Aspekt war dabei die Reaktion dieser Systeme auf
aulRere Kafte, die bei einem System von Massenpunkten oder einem staomeikzZu einer Beschleu-
nigung, bei einem deformierbarerokper zugizlich zu einer Verformung desdfpers tihren. Wir ha-

ben bereits gesehen, dal’ die Wirkung voafkari zu sich periodisch wiederholenden \@mgén €ihren

kann. Solche Vorgrige bezeichnen wird als Schwingungsemgé. Breitet sich ein Schwingungsvor-

gang eumlich aus, so sprechen wir von Wellen. Obwohl wir uns hier auf Schwingungen und Wellen in
mechanischen Systemen besatkén wollen, spielen Schwingungen und Wellen spielen in verschiede-
nen Bereichen der Physik eine wichtige Rolle.

Betrachten wir zum Beispiel ein System, das sich im statischen Gleichgewicht befindet, so wissen wir,
daf die potentielle Energie des Systems in diesem Zustand minimal ist. Lassen wir nau3ine Kraft

auf das System wirken, so lenken wir das System aus seinem Gleichgewichtszustand aus, die potentielle
Energie wird dabei durch die von daulReren Kraft geleistete Arbeit @ffit. Schalten wir nun diaulRere

Kraft wieder ab, so wird das System wieder in seine wsgliche Ruhelage zuckgetrieben. Bei kon-
servativen Kaften konnten wir dabei dieucktreibende Kraft als Gradienten der potentiellen Energie
ausdricken. Das System wird aufgrund derckireibenden Kraft zum Ausgangspunkt hin beschleu-
nigt. Wenn es die Ausgangslage wieder erreicht, kann es dort aber rothtghi anhalten. Durch seine
Tragheit und damit seinen endlichen Impuls bewegt es sich weiter und schwingt wieder aus der Ruhelage
heraus. Durch den Anstieg der potentiellen Energie wird es dabei wieder abgebremst bis es schliel3lich
umkehrt und wieder zum Ausgangspunktukschwingt. Wenn keine Reibung vorhanden ist, wieder-

holt sich dieser Vorgang periodisch ohne in seiner Amplitude abzuklingen. Solche sich periodisch wie-
derholende Bewegungen bezeichnen wir als Schwingunganwgey 'Wir bekommen Schwingsvainge

z.B. also immer dann, wenn wir ein System durch Wirkung emgBeren Kraft aus seiner Ruhelage
auslenken und dann in die Ruhelageunkschwingen lassen. Dies haben wir bereits beim Masse-Feder-
Pendel (Abschnitt 1.6.2), beim mathematischen (Abschnitt 1.6.3) und beim physikalischen Pendel (Ab-
schnitt 2.3.5), oder bei Drehschwingungen (Abschnitt 2.3.5) kennengelernt. Wir werden auch sehen, daf3
man ein gleichérmige Kreisbewegung alsberlagerung von aufeinander senkrecht stehenden Schwin-
gungen verstehen kann.

Wahrend Schwingungen die periodische Bewegung eines Systems um eine ortsfeste Ruhelage beschrei-
ben, betrachtet man bei Wellen deuriliche Ausbreitung eines Schwingungszustandes. Dies geschieht
zum Beispiel dadurch, da? man mehrere schwingaingé” Systeme miteinander koppelt, so daf? der
Schwingszustand eines Systems auf die benachbarten Sysbenieagen werden kann. Dadurchath”

man eine aumliche Ausbreitung des Schwingungszustandes, man spricht dann von einer Welle.

309



310

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 4. Schwingungen und Wellen

4.1 Schwingungen

Die harmonische Schwingung

Wir haben bereits in Abschnitt 1.6.2 das Masse-Feder-Pendel, in Abschnitt 1.6.3 das mathematische
und in Abschnitt 2.3.5 das physikalische Pendel kennengelernt. Wir haben dort gesehen, dal’ (beim
mathematischen und physikalischen Pendel nurkféine Auslenkungen) dieucktreibende Kraftt

linear zur Auslenkung war, d.h.F o« —z. Solche Kefte haben wir alharmonische Kifte bezeichnet.

Die resultierende Schwingungsform war die harmonische Schwingung, die bereits eingehend in den oben
angegebenen Abschnitten diskutiert wurde und hier nur kurz wiederholt wird.

Der harmonischen Schwingung lag die Differentialgleichung

Lr  k
Ef +—a=0 4.1.1)

zugrunde. Hierbei ist die Proportionalétskonstante zwischenuKstellkraft und Auslenkungf' =
—kx. Die Losung dieser Differentialgleichung ist

z(t) = A sin(wpt + o) 4.1.2)

wobei A die Amplitude,p, die Phasenschiebung und

2 p
wo =] — =21 =" (4.1.3)
m T

die Kreisfrequenz der Schwingung ist.ist die Schwingungsfrequenz, also die Zahl der pro Sekunde

ausgetfihrten Schwingungen und
T =2, /% . (4.1.4)

die Schwingungsdauer.

4.1.1 Lineare Systeme

Die Differentialgleichung (4.1.1) der harmonischen Schwingung ist eine lineare Differentialgleichung.
Die in dieser Gleichung enthaltenen Operationen an der Variableesitzen die interessante Eigen-
schaft, da bei Substitution vaa: + y) fur x die gleiche Summe von Operationeur fi und flir y
erhalten wird. Benutzt manuf die Operationen auf die Abklirzung£(z) so ertalt mah

dz  k d>y) k
(z+y) = a2 + poog + pTel + Y= L(x)+ L(y) . (4.1.5)

2z +y) k
L(z+y)=—1"+—
Dies folgt aus der Tatsache, da(¥ + y) = az + ay undd(z +y)/dt = dz/dt + dy/dt usw.. Weiterhin
gilt
wir benutzen it £ einen anderen Schrifttyp, um daran zu erinnern, daR es keirghgéiatie Funktion ist. Die verwendete
Schreibweise wird mitunter Operatorschreibweise genannt.
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d*(ax k d*x k
L(ax) = cth ) + E(ax) =a—s + @z =a L(x) . (4.1.6)

In komplizierteren Systemerokinen in der Differentialgleichung mehr Ableitungen und mehr Glieder
in £ existieren (z.B. durch Reibungsité oder periodischallRere Kafte). Es stellt sich dann die Frage,
ob die Gleichungen (4.1.5) und (4.1.6) nach wie voltig bleiben. Wenn sie es bleiben, sprechen wir
von einemlinearen Problem Da die Differentialgleichung des Masse-Feder-Pendels die Gleichungen
(4.1.5) und (4.1.6) edilt, stellt das Masse-Feder-Pendel ein lineares System dar.

Lineare Systeme sind in der Physik sehr wichtig, da viele Grundgesetze der Physik linéaAamd.
diesem Grund ist es sinnvoll, sich einige grundlegende Eigenschaften linearer Systeme zu betrachten.
Wir werden also im folgenden einige Eigenschaften von schwingahggin Systemen diskutieren, die
genau deshalb existieren, weil diese Systeme linear sind.

Wir erweitern zuathst die Differentialgleichung (4.1.1) des harmonischen Oszillators, indem wir eine
ReibungskraftF;,, = —mnv = —mndz/dt und eine zeitlich variierende antreibende Kraftt) zu-
lassen wollen. Man edit' dann die allgemeinere Differentialgleichungy €ine gedinpfte getriebene
Schwingung

£o i
aez Ty

+mwi z = F(t) . (4.1.7)
In der oben eingeffirten Operatorschreibweise lautet diese Gleichfg) = F(¢). Man kann leicht
zeigen, dal3 GI.(4.1.7) die Bedingungem €in lineares System et

Wir betrachten jetzt zuerst die freie Schwingung ohne Erregerkfast (0), d.h.

L(z)=0 . (4.1.8)

Angenommen, wir haben, wie auch imma flie Gleichungl(z) = 0 eine Losungz; gefunden. Das
heil3t, wir haben eim;, fur das£(z1) = 0 gilt. Wir kénnen dann sofort sagen, da} ebenfalls eine
Losung ist. Der Beweis folgt sofort aus Gl.(4.1.6)az;) = aL(z1) =a-0 = 0.

Als ndchstes nehmen wir an, dal’3 wir, wie auch immer, nicht nur eosihgx sondern auch eine
weiter Losungz, gefunden haben, d.h. es gii{z;) = 0 und £(z2) = 0. Wir kdbnnen dann wiederum
sofort sagen, dal3 jede beliebige Linearkombinatios ax; + bxs dieser beiden &Sungen ebenfalls
eine Losung darstellt. Der Beweis folgt wiederum aus den GIn.(4.1.5) und (4.L@)1 + bxe) =
L(az1) + L(bxs) = aLl(z1) +bL(z2) = a-0+b-0 = 0. Wenn wir also eine Anzahl vondsungen tif

ein System gefunden haben, smkén wir diese mit konstanten Faktoren multiplizieren und addieren.

Es stellt sich die Frage, wieviel unadigjige losungen esui’ein schwingungsifiiges System gibt. Un-
abléngig soll dabei bedeuten, daf3 eiresliig nicht als Linearkombination ander@suingen dargestellt
werden kann. Ohne dies im einzelnen zu diskutieren, halten wir hier fest, daf3 die Zahl deangigbh”
Losungen von derZahl der Freiheitsgradeabhéngt. Angenommen, ein System besitzt zwei Freiheits-
grade. Hat manuf dieses System zwei unadtgige losungen gefunden, so hat mam flieses System
auch die allgemeinstedsung.

Wir betrachten alsaxchstes den Fall, da das System durch aufkeie KraftF'(¢) getrieben wird, d.h.
es gilt

2Die Maxwellschen Gleichungenuf die Gesetze der Elektriait’sind lineare Differentialgleichungen; die wichtigen Geset-
ze der Quantenmechanik erweisen sich, soweit wir dies heute wissen, als lineare Gleichungen.
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L(z)=F(t) . (4.1.9)

Wir nehmen wiederum an, daf? winrfdiese Gleichung eine speziell®diingz; gefunden haben, d.h.
fur z; gilt L(x;) = F(t). Dann lonnen wir sofort sagen, daf3 au@) + =) eine Losung ist, wobei;
eine Losung der freien Schwingungsgleichung (4.1.8) ist. Der Beweis folgt aus Gl.(4CAHH-z1) =
L(x;) + L(z1) = F(t) + 0 = F(t). Wir konnen also zur “erzwungenendkiing (mitaul3erer Kraft)
immer eine “freie” Losung (ohnaliRere Kraft) addieren und haben immer noch eioguhg.

4.1.2 Uberlagerung und Zerlegung von Schwingungen

Wir kommen nun zu einer weiteren interessanten Eigenschaft linearer Systeme. Angenommen, wir
kennen die bsungz, der Differentialgleichung (4.1.7uf eine anregende Kraff,(¢). Nehmen wir

nun an, daf am gleichen System die Ki&ftt) angreift und wir ebenfallsu’ diese Kraft die bsung

xp kennen. Es stellt sich nun die Frage, was passiert, wenn gleichzeitig beitte Krind F;, wirken.

Fur ein lineares Systenmokihen wir sofort sagen, daf? di@suing fir diesen Fall durch die Summe der
beiden losungenz, undz;, gegeben ist. Durch Anwendung von (4.1.5) ergibt siamhch

L(zq + zp) = L(xg) + L(xp) = Fo(t) + Fp(t) . (4.1.10)

Dies ist ein Beispiel des sogenanntmperpositionsprinzip&ir lineare Systeme. Es bedeutet folgendes:
Wenn wir eine komplizierte Kraft haben, die auf bequeme Weise in einfache afedkaérlegt werden
kann (und zwar einfach in dem Sinn, daf3 wir fdiese Kefte die Losung der Differentialgleichung
kennen), so kennen wir diedsung fir die gesamte Kraft, weil wir die asungen i die Teilkiéfte
nur addieren mssen, genauso wie die gesamte Kraft aus den Eirsftdkrzusammengesetzt ist (siehe
Abb. 4.1).

Abbildung 4.1: Beispieldi das Superpositionsprinzipiflineare Systeme.

Diese Eigenschaft linearer Systeme kann man zum Beispiel benutzen, wenn eine periodische, aber nicht
harmonische Erregerkraft (z.Bagézahn- oder rechtedkfiig) vorliegt. Man kann diese Kraft dann in
eine Reihe von harmonischenaftén zerlegen:

F(t) = i an sin(n wt) . (4.1.11)

n=0
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Diese Zerlegung wirdourierzerlegunggenannt. Wie von Fourier gezeigt wurde, kann diese Rei-
henentwicklung stets und in eindeutiger Weise gemacht werden. Hierbeeige ganze Zahl ung,

die Amplitude der Kraftkomponente mit der Frequenz. Neben der “Grundfrequenz treten in der
Fourier-Entwicklung im allgemeinen alle ganzzahligen Vielfachen der Grundfrequenz, die sogenannten
harmonischen Oberschwingungen auf. Sind disurigens, fur die harmonischen Kraftkomponenten
bekannt, so ergibt sich diedsting fir die Gesamtkraft alsberlagerung der @sungenz,,:

2(t) =) wnlt) . (4.1.12)
n=0

Man sieht daraus andererseits, dal man einen komplizierten periodischen Schwingungsvorgang immer
in eine Reihe von harmonischen Schwingungen verschiedener Frequenz zerlegen kann:

z(t) = i by sin(nwt) . (4.1.13)
n=0

Diesen Vorgang nennt maurieranalyseeiner Schwingung. Im folgenden sollen nun einige Beispiele
fur dieUberlagerung und Zerlegung von Schwingungen vorgestellt werden.

Uberlagerung zweier aufeinander senkrecht stehender harmonischer Schwingungen

Wir betrachten das in Abb. 4.2a gezeigte schwinguelgigé System. & die Schwingung inc- und
y-Richtung erhalten wir jeweils die bekanntediing fir ein Masse-Feder-Pendel

z(t) = xo sin(wgt + Pro) (4.1.14)
y(t) = yo sin(wyt +@y) - (4.1.15)
Hierbei istw, = \/k;/m undw, = \/k,/m. Diese beiden dSungen stellen unabhgige losungen des

Systems dar. Die allgemeineméLingendif eine beliebige Schwingung sind durch Linearkombinationen
az(t) + by(t) gegeben.

(b) |
Yo

wt=3172

Abbildung 4.2: (a) Masse-Feder-Pendel als Modetldin zweidimensionales Schwingungssystem. (b)
Lineare Schwingung. (c) Elliptische und zirkulare Schwingung.

Wir diskutieren folgende &lle:

SFir  eine periodische Dreieckskurve  der  Amplitudeb  ergibt  sich zB. F(t) =
8t (sinwt + 3% sin 3wt + 5% sin bwt + .. )

72
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1wy =wy = w:

Das Ergebnis &rigt von dem Unterschied = ¢,0 — @40 ab. Rir ¢ = 0 erhélt man

z(t) = =z sin(wt) (4.1.16)
y(t) = yo sin(wt) (Pyo — zo =0) . (4.1.17)

Das heift, wir erhalten

T _Y _
Zo Yo
Yo
oder y = =z . (4.1.18)
Zo

Es ergibt sich die in Abb. 4.2b gezeigte lineare Schwingung, wobei die Schwingungsrichtung durch
das Verfaltnis der Amplituden gegeben ist. Es gilh @ = /. Eine lineare Schwingung ergibt
sich auch @it p = . Hier erkdlt many = —22z.

Fir ¢ = /2 erkélt man
z(t) = =z sin(wt) (4.1.19)
y(t) = yo sin(wt+ m/2) =yo cos(wt) (Pyo — w0 =m/2) . (4.1.20)

Es ergibt sich das in Abb. 4.2c gezeigte Bild einer Ellipse. Durch Quadrieren der obigen Gleichung
folgt namlich sofort:

2 2
4L o=, (4.1.21)
T Y

0 0

d.h. die Bestimmungsgleichung einer Ellipser Béliebige Phasendifferenzandert sich sowohl
die Richtung der Ellipsenachsen als auch das alémfs’ von kleiner zu grofRer Hauptachse.

Fur ¢ = 7/2 undxy = yo ergibt sich ein Kreis und man spricht von einer zirkularen Schwingung
(siehe Abb. 4.2c). Wir sehen also, daf? die in Abschnitt 1.6.2 diskutierte ghemiyfé Kreisbewe-

gung alsUberlagerung zweier aufeinander senkrecht stehender linearer Schwingungen betrachtet
werden kann.

Wir konnen also zusammenfassend feststellen, ddgidagerung zweier senkrecht zueinander
stehender Schwingungen gleicher Frequenz im allgemeinen eine elliptische Schwingung ergibt,
die unter besonderen Unasilen ¢ = 0 oder) in eine lineare Schwingung ung (= 7/2 oder

31/2, zy = 1) in eine zirkulare Schwingung ausarten kann.

2. wx # wy!

Sind die Frequenzen verschieden, so hat die resultierende Schwingung eine komplizierte Form.
Stehen die Frequenzen in einem rationalen &kriig, so entsteht ein “stehendes Bild” des Schwin-
gungszustandes. Die resultierenden Figuren bezeichnet maissdgousFiguren. Sie sindui’

ein rationales Verailtnis der Frequenzen in sich geschlossen (siehe Abb. 4.3).
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w/w =1 w. /w =1/2 w /w=1/3 w /w=1/4
Xy Xy Xy Xy
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Abbildung 4.3: Lissajous-Figuren: In der linken vertikalen Spaltesjgty, = 1 in der zweitenl /2, in
der drittenl /3 und in der vierteri /4. Die Phasendifferenz ist in der obersten horizontalen Reike0,
in der zweitenr /4, in der drittenr /2, in der vierten3z /4 und in der untersten Reihe

Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen gleicher Schwingungsrichtung und gleicher
Frequenz

Die Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen gleicher Schwingungsrichtung und gleicher Fre-
quenz ergibt wiederum eine harmonische Schwingung derselben Richtung und derselben Frequenz.
Nimmt man noch eine gleiche Amplitude der Schwingungengn=£ zg2 = ), so erkalt marf

z(t) = z1(t) + 22(t) = zosin(wt + 1) + 2o sin(wt + @3)

t t t —wt —
= 2z sin(w +<p1—;—w +<p2> cos (w + o 2w <p2>

p1 + P2 COS<P1—<P2 ’
2 2

(4.1.22)

= 2xp sin <wt +

Die resultierende Schwingung ist also wieder eine harmonische Schwingung, bei der die Amplitude
2z cos(p1 — p2)/2 von der Phasendifferenz = ¢, — @9 ableingt. Rir ¢ = 0 odern 2, d.h. ¢; =

w2+mn 2w (nist hierbei eine ganze Zahl) ettt manz(t) = 2 sin(wt+ @2 +nm) cos(nm). Fir gerades
nistcos(nr) = 1, fur ungerades ist cos(nmw) = —1. In letzterem Fall ist abetin(wt+nr) = — sinwt.

Es gilt also

“Hierbei benutzt man die Beziehusih = + siny = 2sin(z + y) /2 cos(z — y) /2.
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z(t) = 2xp sin(wt + p2) (p=n2m) . (4.1.23)

Die Einzelschwingungen addieren sich zuo@trioglichen Gesamtschwingung (siehe Abb. 4.4a), denn
sie schwingen in Phase, d.h. sie gehen zur gleichen Zeit durch die Nullage und erreichen auch gleichzei-
tig ihren Maximalausschlag.

(b)
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Abbildung 4.4: ZurUberlagerung von zwei harmonischen Schwingungen mit gleicher Schwingungs-
richtung, gleicher Frequenz und gleicher Amplitude$ = n 27 (a) undy = (n + 1/2)2x (b).

Fur ¢ = (n + 1/2)2x folgt dagegen

cos 22— cos (2712—}— L 7r> =0 . (4.1.24)
Nulldurchginge und Maximalaussage stimmen zwar auch hier zeitlictioérein. Die Schwingungen
erfolgen aber gegenphasig und heben sich deshalb gegenseitig auf (siehe Abb. 4.4b).

Zwischen den beiden Grern ¢ = n 2r undy = (n + 1/2) 27 erkélt man je nach Phasenlage
anderdJberlagerungen mit Amplituden zwischen Null u.

Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen gleicher Schwingungsrichtung und unter-
schiedlicher Frequenz — Schwebung

Uberlagert man zwei harmonische Wellen gleicher Schwingungsrichtung, deren Kreisfrequenzen sich
nur wenig voneinander unterscheiden, entsteht eine sogen&chteebungsiehe Abb. 4.5). Aus
Griinden der Einfachheit betrachten wir zwei Einzelschwingungen mit gleicher Amplitude, die keine
Phasenverschiebung besitzen, dfi.= zg2 = 29 Undp; = @9 = 0. Man ertdlt dann

z(t) = wmosinwit+ xgsinwat = 2z sin (wl _;MZ t) cos (wl ng t) . (4.1.25)

Mit (w1 4+ w9)/2 ~ w uNd Aw = wy — w9 erkélt man
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z(t) = 2x( cos <% t> sinwt . (4.1.26)

Hierbei ist Aw laut Voraussetzung sehr klein. Daramdert sichcos(Awt/2) zeitlich nur langsam im
Vergleich zusinwt. Die Losungz(t) lalt sich deshalb als eine Sinusschwingung mit der Frequenz
auffassen, deren Amplituder, cos(Awt/2) sich langsam mit der KreisfrequeiAwt/2) andert. Mit
anderen Worten, die Hauptschwingung der Frequenxird von einer Hillkurve eingeschlossen, die
ihrerseits auch periodisch vatlft. Diese Schwankung der Periode wird als Schwebung bezeichnet.

AX -~ -
! Ts o X(0)

Abbildung 4.5: Zur Entstehung einer Schwebung dlitbbrlagerung zweier harmonischer Schwingun-
gen mit Frequenzen, die nur wenig voneinander abweichen.

Unter der Schwebungsdaugs versteht man das Zeitintervall zwischen zwei Schwebungsmaxima bzw.
Schwebungsminima. Nach der Z&j§ mul3 also| cos(Awt/2)| wieder den Ausgangswert annehmen.
Damit gilt:

Aw 2 1

4.1.3 Gedmpfte Schwingung

Der Idealfall einer harmonischen Schwingung, bei der keiampfung auftritt, ist nur zu verwirklichen,

wenn keine Reibungséafte vorhanden sind, d.h. wenn der Tev%f\ in Gl.(4.1.7) verschwindet. Dies ist

aber in den meisten realen Systemen nicht der Fall, da hier meistens aufgrund von Reibungseffekten eine
Dampfung auftritt. Es ist deshalb wichtig, auch den Fall deragsaften Schwingung zu diskutieren.

Mit der ReibungskrafiF, = —mnfl—f ergibt sich tir den Fall, dal? keinatRere treibende Kraft einwirkt
(F(t) = 0), folgende Differentialgleichung
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dZ—er d—x—i—mwa—O (4.1.28)
az " o&=4 -

Wir erwarten, dal die Schwingungsamplitude aufgrund dempfung zeitlich abklingt. Esal3t sich
zeigen, dal folgenderdsungsansatz die obige Differentialgleichungti”

z(t) = wo(t)sin(wt + o) = xp exp(—pFt) sin(wt + ¢p) . (4.1.29)

Hierbei ist

n / k

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen desdunhgsansatzes in die Differentialgleichung. Die Amplitu-
de zy(t) der Schwingung nimmt exponentiell ab. Das Quadrat der Kreisfrequeder gedimpften
Schwingung ist gegarber der Kreisfrequenz der ungedpften Schwingung un¥? = (n/2)? ver-
schoben. Der Parametgrwird als Dampfungskonstantel, /3 = 7 als Abklingzeit der geapften
Schwingung bezeichnet.

Man kann folgende dreidle unterscheiden:

1. B <wi = n? <dk/m:
Die Kreisfrequenzw ist reell, da das Argument der Wurzelfunktioro§er Null ist. Es ergibt sich
eine langsam abklingende Schwingung (siehe Abb. 4.6a).
Das Vertaltnis zweier aufeinanderfolgender Schwingungsamplituden ergibt sich zu

B xo exp(—/pt) B B
Kk = o oxp (G + 1)) =exp(—pT) . (4.1.31)

Man nennts das Campfungsverdltnis. Mit der Abklingzeitr = 1/ erhélt man

A= lnk=pT=T/1 . (4.1.32)

Das Verfaltnis A von Schwingungsperiod€ und Abklingzeit wird alslogarithmisches Dekre-
mentbezeichnet.
2. 2 =wi = w=0undn? = 4k/m:

Die Reibung ist so grof3, dal3 das System keine Schwingung mehrhaaisfkann. Es erfolgt
lediglich eine Ritkkehr in die Ruhelage und man ath”

z(t) = zpexp(—pt) (4.1.33)

mit ¢ = 7/2 undsin(wt+7/2) = coswt ~ 1.° Dieser Fall wirdaperiodischer Grenzfatjenannt.

®Bei einer genaueren Betrachtung kann man den Kosimiddine Argumente entwickelregs z ~ 1 + z) und man erhlt

2(t) = 2o exp(—Bt) (1 + ).
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3. B2 > w2 = wistimagirar undn? > 4k/m:

Das Argument der Wurzel im Ausdruckif'w wird kleiner Null, wodurchw imagirdr wird.
Das periodische Glied in derdsung &llt dadurch weg. Man spricht hier voKriechfall (sie-
he Abb. 4.6b). Wir haben hier ebenfalls eine langsamekiRéhr in die Ruhelage:

z(t) = zpexp(—nt) . (4.1.34)

IX @) (b)

—

Abbildung 4.6: Gedinpfte Schwingunguf > < w? (a) undg? > w3 (b).

Um in der Realidt ungedimpfte Schwingungen zu erhalten, mul3 man dem schwingenden System — wie
es etwa bei der Pendeluhr oder bei einer einfachen Kinderschaukel realisiert wird — periodisch Energie
zufihren, um den Energieverlust durch die Reibung und damit dimfdling zu kompensieren. Durch

die Reibung wird stitdig Schwingungsenergie inakfite umgewandelt. Die Schwingungsenergie nimmt
dadurch ohne Energiezufuhr von auf3en exponentiell ab. Maiterh”

1 1
EgeS(t) = Epot,maX(t) = §kx?nax(t) = Ekxg exp(—20t) (B<wy) . (4.1.35)

Die zeitlicheAnderung der Gesamtenergie ist damit proportionakzy.

dEges(t)

SR = —E(l) (4.1.36)

4.1.4 Erzwungene Schwingung

Wir betrachten nun einen Schwingungsvorgang, der durchaifleré KraftF'(¢) getrieben wird. Der
Schwingungsvorgang wird durch die Differentialgleichung

Lz do
Tt

- + mwi © = F(t) (4.1.37)
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beschrieben.

Wir nehmen eine periodische Krdft(t) = F;, sinwt an, deren Frequenzim allgemeinen nicht mit der
Eigenfrequenzyy, = \/k/m des Systems bei verschwindender Reibubgréinstimmt. Wir unterschei-
den ferner die &lle mit und ohne Reibung:

1. Ohne Dampfung:

Man ertdlt in diesem Fall die Differentialgleichung

d2$ 2 .
el +mwy ¢ = F,sinwt . (4.1.38)

Der Loésungsansatz lautet

z(t) = zo sin(wot + @o) + A sinwt . (4.1.39)

Die Anfangsamplituder, und die Phasey, werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt.
Man bezeichnet; sin(wot + ¢o) den Anteil der freien Schwingung uml sin wt den Anteil der
erzwungenen Schwingung.
Wir betrachten zuachst den erzwungenen Anteil, d.h. wir setzgia= 0. Man erlalt dann
. d*z 9 .
z(t) = A sin(wt + py) = i —Aw?” sin(wt + @g) . (4.1.40)
Nach Einsetzen in die Differentialgleichung altyhan

—mAw? + mwiA=F, . (4.1.41)
Hieraus ergibt sich

F,

A=— %
m(wj — w?)

(4.1.42)
Man erkennt, dal3 beb = «, die Amplitude unendlich gro3 wird (siehe Abb. 4.7). Es liegt
Amplitudenresonanwor.

Fiir zo # 0 kommt es zutberlagerung der ungadipften freien Schwingung mit Frequenzmit
der erzwungenen Schwingung mit FrequanzDie resultierende Schwingung hat Schwebungs-
charakter.

2. Mit D ampfung:

Auler der periodischen Kraft(t) = F; sinwt und der elastischenuRkstellkraft der FedeFy =
—kz muB jetzt noch die Reibungskrdfy, = —ndz/dt beticksichtigt werden. Man et 'also die
Bewegungsgleichung

d?z 9 dx .

2 + mwy T + g = F,sinwt . (4.1.43)
Die allgemeine bsung dieser Differentialgleichung wird eitdderlagerung einer gedipften
freien und einer erzwungenen Schwingung sein. Aufgrund @enjiiting klingt die freie Schwin-

gung ab. Nach Abschlu3 eines Einschwingvorganges ist nur noch der erzwungene Anteil vor-

handen. Das System hat dann seinen statemZustand erreicht. Deokiingsansataif diesen
statioraren Zustand lautet
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4.1 Schwingungen

Amplitude

()}

Erregerfrequenz

Abbildung 4.7: Resonanzkurve einer ungetften erzwungenen Schwingung.

z(t) = A sin(wt+ @)
d
d_atc = w A cos(wt+ )
d?z .
-5 = —w? A sin(wt + o) (4.1.44)
Einsetzen in die obige Differentialgleichung ergibt
—mw?A sin(wt + @) + mwiA sin(wt + @g) +
nwA cos(wt 4+ ¢g) = Fysinwt (4.1.45)
Die Winkelfunktionen lassen sich mit Hilfe folgender Beziehungen umwandeln:
cos(wt + ¢p) cos wt cos py — sinwt sin gy
(4.1.46)

sin(wt + @) = sinwtcos gy + coswt sin @y

Durch Einsetzen dieser Beziehungen in Gl.(4.1.45akrhan eine Gleichung der Form

Cicoswt + Cysinwt = 0 (4.1.47)

mit

C, = mw?Acos vy — mw%A cos pg —wnAsingg + F,

Cy = mw’Asingy — mwiAsingg + wnA cos gy (4.1.48)
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Damit eine solche Gleichunaufjede beliebige Zeit gilt, missen die Koeffizientet; und Cy
gleich Null sein. Diese Forderungliit auf zwei Bestimmungsgleichungen. Die ergte € 0)
lautet

Fa
A ((wg —w?) + = tan ¢0) S (4.1.49)
m ™m COS g
Die zweite Gleichung@; = 0) fuhrt zu
—mw? Asinpg + mwiAsingy = nwAcos gy (4.1.50)
oder
nw w20
t = = . (4151
an o m(wi —w?)  wi-—w? ( )

Hierbei istwy = k/m die Eigenfrequenz des ungadpften Systems ung, die Phasenschiebung
zwischen Zwangskraft und erzwungener Schwingung. Durch Einsetzen von (4.1.50) in (4.1.49)
erhélt man mit der Beziehunty/ cos gy = /1 + tan? ¢, die Amplitude der Schwingung zu

Alw) = Fa/m = Fu/m , (4.1.52)

V(W2 —w?)2 + (nw/m)2 /(w03 — w?)? + 4322

wobei der bereits oben einggfite Dampfungsfaktofs = 1/2 verwendet wurde.

Amplitudenverhalten

Wir wollen nun kurz das durch Gleichung (4.1.52) gegebene Amplitudenverhalten der erzwungenen
Schwingung mit @impfung diskutieren. Durch Differentiation von Gl.(4.1.52)atimian

dAw) _ _ 2wf-w’)(-2w) + 807w (4.1.53)

dw 9 (\/(wg — )2 + 4ﬁ2w2>3

Setzt man diesen Ausdruck gleich Null ergeben sich Extremwert®ljende Frequenzen:

o w=20:
Die FunktionA(w) beginnt beiw = 0 mit einer waagrechten Tangente.
o —(w2—whH)+282=0:

Aus dieser Bedingung ergibt sich ein Maximum der Funktiqo) fur die Frequenz

Wmax = y/wi—282% . (4.1.54)
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Amplitude?

>

Erregerfrequenz

Abbildung 4.8: Resonanzkurven einer getpften erzwungenen Schwingungr WVerschiedene Werte
der DAmpfung.

Im folgenden soll kurz der Einflu derdbipfung auf das Amplitudenverhalten diskutiert werden. Wir
kdnnen dabei folgendeafé unterscheiden:

1. 232 < wi:
Tragt man in einem Diagramm die Amplitude gegen die Erreherfrequeaaf, so erlalt man
fur verschiedene @&npfungsfaktoren die in Abb. 4.8 gezeigten Kurven. Bei schwacheriting
liegt das Resonanzmaximum bei der EigenfrequgnDie Resonanzamplitude bleibt aber im Ge-
gensatz zum ungedripften Fall (siehe Abb. 4.7) endlich. Jark&r die Rimpfung, desto flacher
wird die Resonanzkurve und umso weiter verschiebt sich das Maximum gegen kleinere Frequen-

zen.

2.22=w} = Wnax=0:
Bei der Erregerfrequenz = 0 ist die AmplitudeA(0) am gof3ten. An der Stelle = «, ergibt
sich die Amplitude

F._A0)
Alwy) = o= V5 (4.1.55)

3.23% > w%:
Die Dampfung ist so stark, daf3 kein Resonanzmaximum mehr vorliegt. Die maximale Amplitude
liegt bei der Frequenz = 0 und nimmt mit wachsendem stark ab.

4. Schwache Binpfung:24? < w3 = wWmax =~ wo:

Wir diskutieren fir den Fall der schwachenadipfung nun insbesondere den Frequenzbereich in
der Umgebung der Resonanzstelle= wy. Mit w? — w? = (wp — w)(wp + w) undwy + w =~ 2wy
erhélt man fir die Amplitude
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Fo/m F,/2mwq
Alw) = ~ . (4.1.56)
\/((wo — w)(wy + w))? + 45%w? V(wo —w)? + 32

Flr das Quadrat der Amplitude edihiman somit

2 2 B
A — A2 P
(w) max (WO _w)g +ﬁ2
> Fy
mit A2 - _fa (4.1.57)
& 4m2wi3?

Die AbhdngigkeitA?(w) stellt eineLorentzkurvedar (siehe Abb. 4.9). Sie beschreibt den Energi-
einhalt des schwingenden Systems, der proportional zum Amplitudenquadrat ist.

3 | A2
s |
<

Al

/ L ] A(A—' ] L ]

Erregerfrequenz

Abbildung 4.9: Lorentzkurvenuir'verschiedene Werte derbipfung. Die @impfungswertgs der bei-
den Lorentzkurven unterscheiden sich um den Fakfor

Unter der HalbwertsbreitAwy einerLorentzkurve versteht man den Frequenzabstand zwischen
den beiden Punktenyfdie A%(w) = A2 . /2 gilt (vergleiche Abb. 4.9). Die Bedingund?(w) =
A2 /2istfir (wy — w)? = B2 erfilllt. Daraus ergibt sichui die Halbwertsbreite

2
(o (ae2)) - 5

Awy = 28 . (4.1.58)

oder

Je geringer also die &ipfung, desto seinfer wird die Resonanzkurve. Mit der Halbwertsbreite
ergibt sich folgender Ausdruckif'die Resonanzkurve
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2 _ 2 (A‘L’H/Q)2
A% (w) = Af .« (o —w)? + (Awg /22 (4.1.59)

Dieser Ausdruck ist sehr wichtig und tritt in der Physik im Zusammenhang mit verschiedenen Fra-
gestellungen auf (z.B. elektrische Schwingkreise oder Resonamng®dii der Kern- und Atom-

physik: Breit-Wigner-Formél.

Das Verlaltnis von Ap,,x und Ay = A(0) bezeichnet man aResonaritberfbhung Hierbei ist
zu beachten, dal3 die Amplitudg nicht mit der Ndherungsformelut'w ~ wy abgeleitet werden

darf. Es gilt

Ama,x
Ao

wo _ wo
36~ B - (4.1.60)

Phasenverhalten zwischen Schwingung und erregender Kraft

Wir wollen nun anhand von GI.(4.1.50) das Phasenverhalten zwischen Schwingung und erregender Kraft
diskutieren. In Abb. 4.10 ist der Verlauf der Phasenschiebung als Funktion der Erregerfrequenz f~
verschiedene Werte desaBipfungsparametersgezeigt. Aus Abb. 4.10 und GlI.(4.1.50) folgt:

w < wp-
w > wop-
w = wy-

w — 0:

w — 0.

tan g > 0 = 0% <y < 90°
tan ¢y < 0 = 90° < g < 180°
tangpg =00 = o =90°

tanpg = +0 = @9 — 0°

tangpg =+ —0 = ¢y — 180°

B

T2

B1<B<Ps

Py

L

Wy W

Abbildung 4.10: Phasenschiebung zwischen Schwingung und erregender Kraftangigpkéit von der
Frequenzdir verschiedene Werte deaDipfung.

Fur den Fallw = wy ist die Phasenschiebung unalolgig von der Rimpfung. Ist jedoclv gré3er oder
kleiner alswy, besteht eine Abdmigigkeit vons. Abb. 4.10 zeigt, daf all@,(w) Kurven fiir unterschied-
liche DAmpfungen durch den Punkty, 7/2) laufen.
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Es soll nun kurz diskutiert werden, welche Phasenschiebungeffinge Rimpfung an den Halbwerts-
stellen der Resonanzkun (w) vorliegt. Air 8% < wi undw =~ wy gilt:

tan g =~ b . (4.1.61)

Wy — w

Da an den Halbwertsstellen zudday — w)? = 3?2 ist, folgt tan gy = +1. Das heif3t, es liegt ein
Phasenwinkel voA5° bzw. 135° vor.

Energietibertragung durch die Zwangskraft

Die durch die Zwangskraft auf das schwinguragsfie Systemubertragene Energie errechnet sich aus
dem Produkt aus Zwangskraft und aokgelegten Weg

AW = Fdz=F ‘fl—j dt . (4.1.62)

Mit F(t) = F, sinwt unddz/dt = wA cos(wt + ¢g) ergibt sich

dW = F,sinwt wA cos(wt + pp) . (4.1.63)

Wir interessieren uns hier nuaif'die auf das schwingende Systeimettragene mittlere Leistung. Der
Querstrichuber den folgenden Formelzeichen soll eine zeitliche Mittelung bedeuten. Wir erhalten

P=— = F,wA sinwt cos(wt + ¢q)

= F,wA sinwt (coswt cos gy — sinwt sin pyp)

1
5

1
= F,wA (5 sin 2wt cos vy + —(1 + cos 2wt) sin <,00>

1
= F,wA <O+§sin<,00> . (4.1.64)

Hierbei wurde verwendet, dalR das zeitliche Mittel san2wt undcos 2wt verschwindet. Ei'die mittlere
Leistung gilt also

— 1
P = EFawAsinapo. (4.1.65)

Man erkennt, dal3 der maximale Leistunbgeitrag bei einer Phasenschiebung 9@rewischen Schwin-
gung und erregender Kraft erfolgt. Bei einer Anregung, die in Phase, d.ly mit0° erfolgt, wird gar
keine Energiaubertragen.

®Als typisches Beispiel hieuf kann das Anschieben einer schaukelnden Person betrachtet werden. UroRten giffekt
zu erzielen, darf man die Anschiebbewegung nicht genau phasensynchron mit der Schaukelbeweghrenassfidern um
90° phasenverschoben. Dies machtumtth jeder intuitiv richtig.
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Man kann nun mit der oben abgeleiteten Amplitudenfunktidw) uberlegen, bei welcher Frequenz die
Ubertragene Leistung amagsten wird. Ersetzt mad in Gl.(4.1.65) durch GI.(4.1.52) und benutzt die
Beziehungsin ¢y = tan ¢p/+/1 + tan? ¢y, so erkalt man durch ExtremalwertbestimmungR/dw =

0) die Bedingung @if maximalen Leistunggertrag zu

|w = wy . (4.1.66)

An der Stellew = wy wird also unabhigig von der Bimpfung am meisten Energie auf das System
Ubertragen. Man spricht hier vdgnergieresonanz

Durch die starkdJbertragung von Energie auf ein schwingendes System und den starken Anstieg der
Schwingungsamplitude im Resonanzfall kann es zur daraj eines schwingenden Systems kommen.

Ein typisches Beispiel ist die Zesting eines Weinglases durch Resonanzabsorption von SEhatth
periodische Anregung von Gabden bei der Resonanzfrequenz kann es zum Einsturz voauGe”
kommen. Ein barimtes Beispiel ist der Einsturz déacoma-Bridge in Washington, USA, am 1. Juli

1940 durch Windanregung. Dieses Ereignis wurde auf einem Film festgehalten und demonstriert ein-
druicklich das Aufschaukeln einer Schwingung durch Resonanzabsorption. Aus diesem Grunde ist es
z.B. Marschkolonnen untersagt, iken im Gleichschritt zuberqueren, da hierdurch auch eine Reso-
nanzschwingung angeregt werdesnkte.

4.1.5 Parametrische Versirkung

Bei der erzwungenen Schwingung wurde die Amplitude einer Schwingung dadurchRengidal man

dem schwingungsfiigen System mehr Energie zugjeft hat, als zur Aufrechterhaltung der Schwingung
notwendig ist. Die Schwingung schaukelt sich in diesem Fall von kleinen zu groRen Amplituden auf. Wir
wollen nun eine andere Art von VeesKung, das Prinzip dgrarametrischen Veéakung betrachten, die
heute in der Elektrotechnik eine grof3e Bedeutung besitzt. Das Prinzip der parametrischarkegst”

gilt fur jedes schwingungafiige System. Es wurde bereitsilirfiir mechanische Systeme erk&hnt.
Man spricht von parametrischer Veastung, weil die Verstrkung der Amplitude durch Variation eines
Parameters des schwingurgsijen Systems erzielt wird.

Das Prinzip der parametrischen Versiling versteht man leicht am Beispiel der Kinderschaukel. Ein
Kind vergioRert die Amplitude der Schaukelschwingung ganz alleine (eliff@fen Antrieb), indem es

die Pendelihge der Schaukel vemdert. Das kann z.B. durch Wechsel von geradem Sitzen und Liegen
oder durch Wechsel von Stand und tiefer Kniebeuge geschehen. Im tiefsten Punkt der Pendelbewegung
hat das Pendel stets dieofté kinetische Energie und die potentielle Energie ist hier Null. In den
oberen Wendepunkten ist dagegen die potentielle Energie maximal und die kinetische Energie Null. Bei
Beginn der Abvertsbewegung legt sich das Kind flach (oder geht in die Kniebeuge) und macht dadurch
die Pendelinge grof3. Damit wird potentielle Energie des Kindes an die Schaukel abgegeben. Die
Schaukel eralt ein goRBeres Tagheitsmoment und hat beim Durchgang durch den tiefsten Punkt eine
hoéhere kinetische Energie. In diesem Punkt hebt sich das Kind (aus der Hocke in den Standphhd erh”
dabei seine potentielle Energie durch Muskelkraft, ohne daf3 der Schaukel dadurch kinetische Energie
entzogen wird. Dadurch wird die Winkelgeschwindigkeiol@er und die Schaukel erreicht ein®@ere

Hohe. Dieser Vorgang wiederholt sich periodisch, wobahwehd einer Schwingungsperiode zweimal
Energie zugefhrt wird.

In der Elektrotechnik wurde die parametrische \arsting bereits 1890 vohord Rayleigh vorge-
schlagen und zwawf einen Schwingkreis aus Kondensator und Spule. Die Energie pendelt bei einer

"Zum Beispiel soll der Operasiger Caruso diedFiigkeit besessen haben, Wessgt zu “zersingen”.
8Die ersten Hinweise findet man b Faraday (1830).
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Schwingung zwischen Kondensator und Spule hin und her, wobei die Spannung am Kondensator der
potentiellen und der Strom durch die Spule der kinetischen Energie der Schaukel entspricht. Eine pa-
rametrische Versrkung kann man durochnderung des Plattenabstandes eines Plattenkondensators er-
halten. Liegt Spannung am Kondensator an, so verrichtet man Arbeit gegen das elektrische Feld und
erhoht dadurch die potentielle Energie. Ist die Spannung am Kondensator Null, so kann man die Platten
ohne Enegieaustausch wieder zusammenbringen, da in diesem Augenblick kafiteevtken. Durch
Verandern der Parameter des Schwingkreises kann man also eine parametriscre\eysiizieleh.

4.1.6 Gekoppelte Systeme

Bisher wurden nur Systeme méinem Schwingungsfreiheitsgrdmbtrachtet. Solche Systeme besalRen
eine Eigenfregeunzy,, d.h eine Resonanzstelle. Im folgenden sollen Systeme mit mehreren Schwin-
gungsfreiheitsgraden betrachtet werden.

(@) (b)
¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢
VAVAVAYY
m m m m
X]_ X2 X]_ X2

Abbildung 4.11: Gekoppelte Pendel: (a) gleichphasige und (b) gegenphasige Schwingung.

Wir betrachten zuachst die in Abb. 4.11 gezeigten gekoppelten Pendel. Setzt man Pendel 1 in Bewe-
gung, so wird durch die Kopplung der beiden Pend®r die Feder die Schwingung von Pendel 1 auch
diejenige von Pendel 2 beeinflussen, da die Kopplungsfeder durch die periodische Dehnung und Stau-
chung eine periodische Kraft auf Pendel 2 uhts 'Die Schwingungsenergie wird dadurch amhich

von Pendel 1 auf Pendelubértragen und Pendel 1 kommt zur Ruhe. Dann kehrt sich der ganze Vorgang
um. Betrachtet man die Bewegung jedes Pendeglsith, so erhlt man eine Schwebung. Das bedeutet

aber, dalR das gesamte System der gekoppelten Pendel wenigstens zwei Eigenfrequenzen besitzen muf3,
die durchUberlagerung zu der Schwebunghfeén.

Man kann allerdings auch Schwingungsformen anregen, bei denen keine Schwebung auftritt. Dies ist der
Fall, wenn beide Massen im Gleichtakt mit der Frequenader genau im Gegentakt mit der Frequenz

wy schwingen. Man nennt diese Schwingungsformen, bei denen beide Pendel mit gleicher Frequenz,
gleicher Amplitude und mit einer Phasenschiebungoders schwingen, di&€igenschwingungedes
System. Die Frequenzen undw, nennt man di€igenfrequenzerDie Eigenfrequenzen sollen nuarf”

zwei gekoppelte mathematische Pendel (vergleiche Abschnitt 1.6.3) im Grenzfall kleiner Auslenkungen
x abgeleitet werden. ¥ 'kleine Auslenkungen sind dieuRKstellkiafte gegeben durch

°Bei hohen Frequenzen ist dienderung des Abstandes der Elektroden eines Plattenkondensators nicht praktikabel. Man
wahlt hier Kondensatoren, deren Kapazgpannungsakingig ist. Solche Kapaztén lohnen mit Halbleiterdioden realisiert
werden.
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x
P = —mgsinaplz—mng
T2

und F = —mgsinapgz—mgT . (4.1.67)

Zwischen den Pendelmassenwirkt aufgrund der umx, — 21 ausgelenkten Kopplungsfeder die Kraft
—k(xz9 — x1). Dadurch ergeben siclufdie beiden Pendel folgende Differentialgleichungen

d2$1 I
mgE = ey Tk o)
d2I2 xT9

Die beiden Differentialgleichungen sind durch den 2. Term auf der rechten Seite miteinander gekop-
pelt. Sie stellen ein System gekoppelter Differentialgleichungen dar.déni Fall gleichphasiger und
gegenphasiger Schwingung ergeben sich folgende Eigenfrequenzen:

1. Gleichphasige Schwingung:

Beide Pendel schwingen in Phase mit gleicher Amplitude. Die Kopplungsfeder ist dadurch immer
entspanntf; = x-) und der Kopplungsterm in (4.1.68) verschwindet. Die Eigenfrequenz ist die-
jenige eines mathematischen Pendels bei kleinen Auslenkungen und ist gegeben durch (vergleiche

Gl.(1.6.50))
wy = \/g . (4.1.69)

Dies ist die erste Eigenfrequenz des gekoppelten Systems. Sie ist identisch mit der Eigenfrequenz
der Einzelschwingung.

2. Gegenphasige Schwingung:

Beide Pendel schwingen nun gegenphasig mit gleicher Amplitude, d.h. es gilt—z,. Man
erhélt somit die Differentialgleichungen

d2:131 T1 mg
d2
und m% - —mg% — Okay = —(? + 2k)zs . (4.1.70)

Die Eigenfrequenz ist diejenige eines mathematischen Pendels mit eineroRentery
Ruckstellkraft, da jetzt zwzlich zur Schwerkraft die Kopplungsfeder einedRstellkraft ausbt.
Die Eigenfrequenz lautet

(4.1.71)
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Dies ist die zweite Eigenschwingung des gekoppelten Systems. Aufgrund dselmieEn
Riickstellkraft istwy > w;.

Das eben betrachtete System aus zwei gekoppelten Pendeln besitzt zwei Schwingungsfreiheitsgrade und
somit zwei Eigenfrequenzen. Ein System mischwingungsfreiheitsgraden besitzEigenfrequenzen.

Man unterscheidet bei gekoppelten Systemen ferner zwidabregitudinalschwingungeand Transver-
salschwingungen Bei der Longitudinalschwingung ist die Kopplungskraft parallel zur Schwingungs-
richtung, wahrend sie bei der Transversalschwingung senkrecht zur Schwingungsrichtung steht. Als
weitere Erscheinungsform kann durch eine Verdrillung diosionsschwingunguftreten.

5v,

4. Oberschwingung

4v,

3. Oberschwingung

2. Oberschwingung

1. Oberschwingung

Grundschwingung

Abbildung 4.12: Eigenschwingungen einer Saite.

Eine Saite kann man sich als eine Anordnung von vieleer Federn gekoppelter Massen vorstellen. Ei-

ne Saite besitzt deshalb eine sehr hohe Zahl von Schwingungsfreiheitgraden und somit eine grol3e Zahl
von Eigenschwingungen. Spannt man z.B. eine Saite zwischen einer Wand und einem Erregerzentrum
mit variabler Frequenz ein, so wird die Saite immer dann zu einer Eigenschwingung angeregt, wenn
die Erregerfrequenz mit einer Eigenfrequenz der Saeréinstimmt. Die niedrigste Eigenfrequnz der
Saite bezeichnet man aBrundfrequenzy. Die Grundschwingung hat an den Enden der Saite je einen
Schwingungsknoten und in der Mitte einen Schwingungsbauch, d.h. eine Stelle maximaler Auslenkung
(siehe Abb. 4.12). Verdoppelt man die Erregerfrequenz2ayfso beobachtet man wieder eine Eigen-
schwingung. Diese zweite Eigenschwingung bezeichnet man auehstdsOberschwingungBei 314

erhélt man die zweite Oberschwingung usw. Allgemein gilt

Vp = n-1 mit n=2,3,4,... . (4.1.72)

Hierbei isty, die Frequenz defn — 1)ten Oberschwingung. Untérarmonischen Oberschwingungen
versteht man alle Schwingungsformen, deren Frequenz ein ganzzahliges Vielfaches der Grundfrequenz
ist. Bei Musikinstrumenten wird nicht nur ein einzige Schwingung angeregt, sondern es sind neben der
Grundfrequenz verschiedene Oberschwingungen vorhanden. Diese bestimmen das Klangbild oder die
Klangfarbe des Instruments.
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Gekoppelte Longitudinal- und Torsionsschwingung

An einer Feder sei ein Usfimiges Eisensick angebracht (siehe Abb. 4.13). Lenkt man die Feder in ih-
rer Langsrichtung aus, volifirt sie zuaithst eine Longitudinalschwingung. Alithlich bildet sich eine
Torsionsschwingung um diedngsachse der Feder aushsénd die Longitudinalschwingung zur Ruhe
kommt. Nachdem sich die gesamte Energie der Longitudinalschwingung in Energie der Torsionsschwin-
gung umgewandelt hat, kehrt sich der Vorgang wieder um. Es handelt sich wie beim oben diskutierten
Doppelpendel um zwaiberlagerte Eigenschwingungszarsté.

A

Abbildung 4.13: Gekoppelte Longitudinal- und Torsionsschwingung.

Chladnische Klangfiguren

Auch Platten und Membraneokien zu Eigenschwingungen angeregt werden, die stark von der Form
des Korpers abhigen. Streicht man z.B. eine in der Mite durch einen Stab befestigte Metallplatte mit
einem Geigenbogen, so wird sie dadurch zu Eigenschwingungen angeregt. Auf die Platte aufgestreu-
ter Sand wird an den Schwingungslthen weggewirbelt und lagert sich an den Schwingungsknoten
an. Man erhlt dadurch die so genannt&hladnischen KlangfigurenZu den Eigenschwingungen der
Platte gebien wiederum die Grundschwingung und verschiedene Oberschwingungen. Das Spektrum ist
allerdings nicht harmonisch.
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4.2 Wellen

Im Gegensatz zu den im letzten Abschnitt diskutierten Schwingungen, die eine periodische Bewegung
eines Systems um eine ortsfeste Ruhelage beschreiben, betrachtet man bei Welemtighe”Aus-

breitung eines Schwingungszustandes. Dies geschieht zum Beispiel dadurch, da? man mehrere schwin-
gungsfihige Systeme miteinander koppelt, so dal3 der Schwingungszustand eines Systems auf die be-
nachbarten Systemabértragen werden kann. Man athdadurch eineatimliche Ausbreitung eines
Schwingungszustandes und man spricht dann dann von einer Welle. Erfolgt zum Beispiel im Innern
eines deformierbaren Mediums eine Verschiebung aus der Ruhelage (Deformation), so bleibt diese nicht
auf das Erregerzentrum besahkt, sondern wird durch die elastische Kopplung mit den Nachbargebie-

ten auf dieseibertragen. Die Nachbargebiete werden ebenfalls, aber mit einer gewissen degivarg’
deformiert. Es kommt dadurch zu einaurilichen Ausbreitung der Deformation.

Man kann also folgendes festhalten:

e Beieiner Schwingung handelt es sich um eine periodische Bewegung um eine Gleichgewichtslage.

e Bei einer Welle breitet sich eine zeitadtgige Erregung (z.B. Schwingung) mit einer endlichen
Geschwindigkeit aus. Eine mechanische Welle kann sich nur dann ausbreiten, wenn eine elastische
Kopplung zwischen den schwingenden Massenelementen besteht. Es findet kein Massentransport
statt, es wird nur Energie transportiert (siehe unten).

Man kann Wellen hinsichtlich ihrer Natur, der Schwingungsrichtung, der Form und der Dimension ihrer
Ausbreitung klassifizieren:

1. Wellennatur:

¢ In der Mechanik und Akustik besaftigen wir uns mikelastischen Wellerlie in Festkipern
auftreten, mitDichtewellenin Flussigkeiten und Gasen (Schallwellen) oder @iver-
flachenwellervon Flissigkeiten.

¢ In der Elektrotechnik und Optik spielexiektromagnetische Welleine zentrale Rolle.

(a)/ VAR OFavy 7
L vﬁ!l!ﬁ

—_— - _—
Schwingungs- Ausbreitungs- Schwingungs- Ausbreitungs-
richtung richtung richtung richtung

Abbildung 4.14: Gekoppelte Pendel zur Erzeugung einer transversalen (a) und longitudinalen Welle.

2. Schwingungsrichtung:

Im allgemeinen unterscheidet man zwischen (siehe z.B. Abb. 4.14)
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e Transversalwellen

Die Schwingungsrichtung (Deformation) ist hier senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der
Welle!®

e Longitudinalwellen

Die Schwingungsrichtung (Deformation) ist hier parallel zur Ausbreitungsrichtung der Welle

3. Wellenform:

Man unterscheidet zwischen (siehe Abb. 4.15)

e harmonischen Wellen
e pulsformigen Wellen

4. Dimension der Ausbreitung:

Man unterscheidet

e eindimensionale Wellen; hier erfolgt die Ausbreitung nur in eine Richtung (z.B. Seilwelle)

e zweidimensionale Wellen; hier erfolgt die Ausbreitung in einer Ebene. Eine zweidimensio-
nale Wellenausbreitung kann man z.B. beobachten, wenn man einen Stein ins Wasser wirft.
Um die Auftreffstelle des Steins breiten sich ringfiige Wellen aus. Im allgemeinen ath”
man bei einer punktffimigen Erregerquellauf’ein isotropes Medium im zweidimensionalen
Fall eineKreiswelle

¢ dreidimensionale Welle; hier erfolgt eine Ausbreitung in alle drei Raumdimensionen. Dreidi-
mensionale Wellen sind z.B. Schallwellen. Bei einer pumktiigen Erregerquelle in einem
isotropen Medium erddt man eineKugelwelle

I\ (@) W (b)

V\/i X

Abbildung 4.15: Schematische Darstellung einer harmonischen (a) und einarpidgii Welle (b).

4.2.1 Transversalwellen

Als deformierbares Medium betrachten wir ein System aus Massenpunkten, die elastisch (z.B. mit Fe-
dern) miteinander gekoppelt sind. Lenkt man einen Massenpunkt aus seiner Ruhelage aus, so wird auch

%Eine besondere Art von Transversalwellen bilden die Torsionswellen. Hier wird ein Segment eines schwatigemysf”
Systems zu einer Torsionsschwingung angeregt, die sich durch elastische Kopplung der Einzelsegmente auf die benachbarten
Segmenteibertdgt und dadurch zur Fortpflanzung einer Torsionswelle auf dem Systein Die Torsionsschwingung erfolgt
dabei senkrecht zur Ausbreitungsrichtung.



334

R. GROSS UNDA. MARX Kapitel 4. Schwingungen und Wellen

der benachbarte Massenpunkt aufgrund der elastischen Kopplung mitgezogen. Nacheinaneder sp”
dadurch alle Massenpunkte mit unterschiedlicher Zeibgerting die Deformation. Bei periodischer
Wiederholung der Auslenkung des ersten Massenpunktes (z.B. harmonische Schwingung des Massen-
punktes) pflanzt sich auf diese Weise die diesem Massenpunkt aufgezwungene Schwingung durch die
ganze Massenkette fort. Jeder einzelne Massenpuhkt, fivenn auch zeitlich verschoben, eine harmo-
nische Schwingung aus. Als Beispiel ist in Abb. 4.14a die Erzeugung einer transversalen Welle mit Hilfe
gekoppelter Pendel gezeigt.

Wir werden nun das Verhalten einer solchen Welle bei festgehaltenem Ort und fester Zeit betrachten, um
empirisch einen Ausdrucluf die Orts- und Zeitaldrigigkeit der Auslenkung in einer Welle abzuleiten.

Verhalten an konstantem Ort

Wir betrachten zuachst das Bewegungsverhalten eines Massenpunktes an einem festen Ort in
Abhéangigkeit von der Zeit. Nehmen wir an, dal} diadRstellkraft proportional zur Auslenkung des
Massenpunktes aus seiner Ruhelage ist (harmonische Kraftphsodér Massenpunkt eine harmoni-
sche Schwingung aus. Der an deften Massenpunkt gekoppelte + 1)-te Massenpunkt wird erst mit

einer ZeitverpgerungAt ausgelenkt. Deshalb ist, wie in Abb. 4.16 gezeigt ist, die Schwingungskurve
des(n + 1)-ten Massenpunktes auch ulii gegen diejenige desten Massenpunktes verschoben.

“LIJ

n+1

Abbildung 4.16: Schwingungskurven von zwei benachbarten, miteinander gekoppelten Massenpunkten.

Die zeitliche Verpgerung der Schwingung benachbarter Massenpunkte kann auch in eine Phasenschie-
bung Ay umgerechnet werden. Mit der Schwingungsdéaliexiner Schwingung ist\p = At(27/T).
Der Schwingungszustand der benachbarten Massenpunkte kann deshalb durch

2
o(t) = T sin(%t) = Ty sin(wt)

o 2
und Up(t) = T sin(%t—{— %At) = Ty sin(wt + Ay) 4.2.1)

ausgeduckt werden. Hierbei is, die Schwingungsamplitude (Elongation) eines einzelnen Massen-
punktes.
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Betrdgt die Phasenschiebung der Schwingungen zweier entfernter Massenpunkte;geradeobei
j eine ganze Zahl ist, so liegt bei beiden Massenpunkten der gleiche Schwingungszustand vor. Die
momentane Amplitud& (¢) ist dann nur noch eine Funktion der Zeit und ist gegeben durch

2T

U(t) = ¥ sin(?t) = U sin(wt) . (4.2.2)

Verhalten bei fester Zeit

Bei konstant gehaltener Zeit (Momentaufnahme) ergibt sich das Bild edneslich periodischen Vor-

gangs. In Abb. 4.17 sind mit einem bestimmten zeitlichen Abstand aufgenommene Momentaufnahmen
gezeigt. Nach der Zelt ist die erste Masse wieder im gleichen Schwingungszustand wie zu Beginn (Zeit
t1). Der Ausschlag der einzelnen Massenpunkte ist nur eine Funktion des Abstandes der Massenpunkte
von Masse 1 und kann durch

U(z) = U sin <27” x) (4.2.3)

ausgeduckt werden. Hierbei isk die WellenBnge. Die Wellerdihge gibt an, nach welchem Abstand die
Auslenkung identisch zu derjenigen des Massenpunktes 1 ist. Alle Massenpunkte im Abshangn
Massenpunkt 1 besitzen die gleiche Auslenkung, weglviederum eine ganze Zahl ist.

g

—
=
/

’/Masse 1 X
t2 C\/—.\ -

>/ X
5 /’\ _
t, o~ il

A -

Abbildung 4.17: Momentaufnahmen des Schwingungszustandes der Massenpunkte nach bestimmten
Zeitintervallen.

Wellenausbreitung

Die obigen Betrachtungen bei konstantem Ort und konstanter Zeit zeigen, daf’ es sich bei der Wel-
lenausbreitung um einei@umlichund zeitlich periodischen Vorgangandelt. Die zusammenfassende
Gleichung fir die Auslenkung lautet
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2 2
U(z,t) = Yy sin (Tﬂ x =+ % t) = U sin(kz + wt) . 4.2.4)

Hierbei istk = 27/ die Wellenzahl Sie gibt die Zahl der Welleatigen pro Meter an, multipliziert mit
27,

Bei Gl.(4.2.4) handelt es sich um eiharmonische Wellenfunktioicin negatives (positives) Vorzeichen

in der Sinusfunktion bedeutet dabei, daf3 sich die Welle nach rechts (links), alsol3arem (kleineren)
xz-Werten bewegt. Obwohl man von der Ausbreitung einer Welle spricht, findet kein Materialtransport
statt. Jeder Massenpunkt schwingt nur um seine Ruhelage, die zeitlich konstant ist. Lediglich die Aus-
lenkung bzw. die Phase breitet sich aus. Um die Ausbreitungsgeschwindigkeit einer Welle zu berechnen,
betrachtet man einen Zustand gleicher Phase, z.B. ein Maximum der Auslenkung (Punkt A in Abb. 4.17).
Eine FEche konstanter Phase wird allgemeinitdlenthchebezeichnet. Ist die Wellerdthe eine Ebe-

ne, eine Kugel, ein Kreis oder ein Zylinder, so spricht man von einer ebenen, einer Kugel-, Kreis- oder
Zylinderwelle.

Das Maximum der Auslenkung soll zur Zejtan der Steller; liegen. Es wird nach Gl.(4.2.4uf"

(4.2.5)

erreicht. Nach der Zeiht hat sich der Wellenberg um die Strecke verschoben. An der Stellg+ Ax
gilt wiederum

2w 27 T
~ @A) = (A = o (4.2.6)
Aus der Differenz von GI.(4.2.5) und (4.2.6)
21 2w
ZAr—2 A = 4.2.7
X orTT 0 (4.2.7)

(4.2.8)

Diese Beziehung gilt ganz allgemeinrfille Wellen, egal auf welchem Mechanismus deren Entstehung
oder Ausbreitung beruht.

Beispiel: Die von Rundfunksendern im UKW-Bereich ausgestrahlten Radiowellen haben eine Frequenz
von etwa 100 MHz. Bei einer Ausbreitungsgeschwindigkeit wvor= ¢ ~ 3 x 10° m/s ergibt sich

eine WellentingeA ~ 3m. Hir eine Schallwelle im &rbaren Bereich (1 kHz) ergibt sich bei einer
Schallgeschwindigkeit in Luft von etwa 340 m/s eine Wellargé von etwa 30 cm.
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4.2.2 Longitudinalwellen

Bei einer Longitudinalwelle ist die Schwingungsrichtung der einzelnen Massenpunkte parallel zur Aus-
breitungsrichtung der Welle. Dort, wo die Teilchen in Richtung der Fortpflanzung der Welle schwingen,
bildet sich eine Verdichtung der Massenpunkte. Dort wo die Teilchen im entgegengesetzten Sinn schwin-
gen, tritt eine Verdihnung auf. Longitudinalwellen, bei denen nur eine Verdichtung undivimaig, d.h.

eine Volumemahderung auftritt, &inen in allen Stoffen existieren, die Volumenelastizhésitzen, die

also auf Volumeanderungen mit elastischen Gegeftei reagieren. Volumenelastittbesitzen aber

nach Kapitel 3 sowohl feste, als auchdsige und gasfimige Korper. Zum Beispiel sind Schallwellen

in Luft Longitudinalwellen.

Im Gegensatz zu Longitudinalwellen findet bei Transversalwellen eine Verschiebung der Masseteilchen
quer zur Ausbreitungsrichtung statt. Diese kann nur durch Schfibkerzeugt werden. Daher tre-

ten elastische Transversalwellen nur in Fegtlern auf, da in idealen BE$sigkeiten und Gasen solche
Schubkafte nicht auftreten drinent!

Die oben fir Transversalwellen gemachten Betrachtungen zum Verhalten bei festgehaltenem Ort oder
Zeit sowie zur Wellenausbreitung gelteur ffie Longitudinalwellen ganz analog.

4.2.3 Die Wellengleichung

Wir wollen in folgendem @ii ein System aus elastisch gekoppelten Massenpunkten mit Massel
Abstanda die Differentialgleichung ableiten, die die Ausbreitung der Welle beschreibt. Wir betrachten
dazu eine Kette aus Massenelementen,uther Federn miteinander verbunden sind (siehe Abb. 4.18).
Die Massenelemente sollen nur Londitudinalschwingungen-Richtung ausihren lonnen. Ff die
Federkonstante wird im folgenden das Symbolerwendet, um Verwechslungen mit der Wellenzahl

Zu vermeiden.

D m D m D m D m

X

Xi-1 Xi Xi+1 Xi+2

Abbildung 4.18: Lineare Kette von elastisch gekoppelten Massenelementen als Modell zur Ableitung
der Wellengleichung.

Wird das Massenelement an der Staljaim ¥, in z-Richtung ausgelenkt, so giluf'die auftretenden

Krafte

0%,
m
ot2

D (Wip1 — Vi) =D (V; — ;) . (4.2.9)

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung (siehe Abb. 4.19) darf onakldine Werte vom:

"aufgrund der freien Beweglichkeit der IRSigkeits- oder Gasteilchen in idealen$digkeiten und Gasen treten bei einer
Verschiebung keine elastischendékstellkifte auf.
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Ui -0 OU U, — U, OV

= 5 leeitar ———— = - lerimap2 (4.2.10)

a

schreiben, woraus sich

ov ov

(\Iji-l-l - \Ilz) - (\Ilz - \Iji—l) = a (%ngxi-i-a/? - %Lﬂgm—a/?) (4'2'11)

ergibt. Nochmalige Anwendung des Mittelwertsatzes auf den Klammerausdruck in GI.(4.2.11) ergibt

, %W
(Vi1 = 03) = (Vi = Vim1) = 0" o5la; - (4.2.12)
A Wy
Wiy
W,
X
Xi Xi+1
Abbildung 4.19: Zum Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Damit erkalt man
0*v 5 %0

Dies ist die Bewegungsgleichung des Massenelements an der Gtelle aber auchuf’ jedes andere
Massenelement der Kette gilt. Durch Umstellen der Gliedealerhdn die allgemeingtige Wellenglei-
chung

A\ D o? 9?0
57 = o T (4.2.14)

Die einzelnen Massenelemente der Federketteefi harmonische Schwingungen aus. Zusammen mit
den obigerUberlegungen ist evident, daR= ¥, sin(kxz — wt) ein Lésungsansatz der Wellengleichung
ist. Einsetzen diesesosuingsansatzes in die Wellengleichung (4.2.14) ergibt
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0*v )
2 = Y
2
und g—\f = k20 . (4.2.15)
X

Auflésen nachl und Gleichsetzen ergibt

v w? PV, 5, PP *v
oV w oW 50 L0V 516
0P Poe VN o U g - 4210

Durch Vergleich von Gl.(4.2.14) und (4.2.16) athihan die Wellengeschwindigkeit

D 2
vo= =L (4.2.17)
m

Die Wellengeschwindigkeit ist also umsoofier, je gol3er die Federkonstante der Kopplung und je Klei-

ner die Masse der einzelnen Massenelemente ist. Die Differentialgleichung (4.2.16)alefWellen

gultig. Es ergeben sich jedoch verschiedene Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Welle je nach Art der
elastischen Kopplung der einzelnen Massenelemente. Indfpstk; Flissigkeiten und Gasen ist die
elastische Kopplung, d.h. die Federkonstabtelurch die elastischen Eigenschaften gegébdbas
Verhéltnis m/a? kann durch die Massendichteausgeduckt werden. Ei die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit in Festlofpern, Flissigkeiten und Gasen elhinan damtt

Longitudinalwellen im Festiwper | +* = E/p
E = Elastiziatsmodul

Transversalwellen im Festkger | +* = G/p
G = Schermodul

Transversale Seilwellen v =a/p
o = Zugspannung

Longitudinalwellen in Flissigkeiten > = K/p
K = Kompressionsmodul

Longitudinalwellen in Gasen | v* = kp/p
p =Druck,x = C,/Cy

Da in FestipernG < F gilt, ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Transversalwellen kleiner als
diejenige von Longitudinalwellen.

2Eine austihrliche Diskussion der elastischen Eigenschaften und eine Definition der elastischen Konstanten ist in Kapitel 3

gegeben.
BAuf eine detaillierte Ableitung der Ausdcke fir die Wellengeschwindigkeit wird hier verzichtet. Sie kann in den ein-
schigigen Lehrbchern gefunden werden.
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Fur Gase wirde man eigentlich erwarten, daf3 die Schallgeschwindigkeit dureR/p/p gegeben ist,

wie urspringlich bereits voNewton (1686) postuliert wurde. Mjt = 0.001293 g/cni bei Normaldruck

erhélt man fir Luft mit diesem Ausdruck allerdings = 280 m/s, was von dem gemessenen Wert von

v = 331 m/s erheblich abweicht. Der Grundrfdie Abweichung liegt darin begndet, dal3 sich die

Luft bei den Verdichtungen und Vauditungen in einer Longitudinalwelle eawiit bzw. abkhlt. Da die
Druckinderungen allerdings sehr schnell erfolgen, kann kein Temperaturausgleich mit der Umgebung
stattfinden. Man darf deshallarfden Kompressionsmodul nicht den isothermen Wegondern muf3

den “adiabatischen” Werp annehmen (die Bedeutung des Faktorsgird erst in Kapitel 5 erldit). Rir

Luftist k = 1.4, so dal? man mit ddraplaceschen Gleichung = /kp/p den Werty = 331 m/s erfalt.

Fur ideale Gase gilp/p = pV/m = RT/Muno. Mit R/Mpno = kp/Mmatom €rgibt sichv =
VEEBT [Mmatom o< VT2 Das heil’t, die Schallgeschwindigkeit steigt mit der Temperatur an.

4.2.4 Reflexion, Brechung und Interferenz von Wellen

Treffen Wellen auf die Grenze zweier Medien mit verschiedener Dichte oder unterschiedlichen elasti-
schen Eigenschaften, so wirken didselerungen wie ein Hindernisufdie Wellenausbreitung. Die
Wellen werden zum Teil durchgelassen (Brechung) und zum Taikckgeworfen (Reflexion).

Reflexion

Ein Gummischlauch wird mit dem einen Ende an einer Wand befestigt und am anderen Ende durch Zug
mit der Hand gespannt. Versetzt man dem in der Hand gehaltenen Ende einen kurzen Ruck rext$, aufw”
so pflanzt sich die dadurch entstandene Auslenkung wie ein Wellerdoagg ties Schlauches fort und

wird an der Wand als Abartsbewegung, d.h. als Wellental makgeworfen. Diesen Vorgang nennt

man Reflexion. Bei der Reflexion tritt offenbar dimasensprungon Ay = = statt (siehe Abb. 4.20a).
Dieser Phasensprung entspricht einem Gangunterschied von einer halbenaiigbaril. Dieser Pha-
sensprung wird durch das befestigte Schlauchende verursacht. Dadurch kann das letzte Segment des
Schlauches keine Schwingung senkrecht zur Schlauchrichtunghaesf”Kommt also ein Wellenberg

an, so fihren bereits die vorletzten Segmente die ihnen nach oben erteilte Schwingung nicht voll aus,
denn das feste Endebt einen Zug nach unten auf sie aus, durch den sie einen Bewegungsantrieb eben-
falls nach unten erfahren. So kommt es zu Ausbildung eines Wellentales, das sich in der Gegenrichtung
fortpflanzt.

(a) — N (b) — NN
NN N
NN N
NN N
AN B e —— A N
NN N
NN N

Abbildung 4.20: Zur Reflexion einer Transversalwellen an einer festen Wand (a) und an einem freien
Ende (b).

Die Reflexion an der Wand stellt nur den Sonderfall einer Reflexion einer Welle an einem dichteren oder
steiferen Medium dar. @it man das Experiment mit dem Schlauch nochmals durch, befestigt aber

4Eine Erbiuterung der verwendeten Zusammamge fir ideale Gase erfolgt in Kapitel 5, Abschnitt 5.2.3.
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das Schlauchendgbér einen diinen Faden an der Wand — entsprechend eineameatén oder weniger
steifen Medium —findet kein Phasensprung statt (siehe Abb. 4.20b). Der ankommende Wekenleetrg ™

sein “Vorzeichen” bei der Reflexion nicht, er wird als Wellenberg reflektiert. Da das Schlauchende jetzt
frei beweglich ist, kann das letzte Schlauchsegment die vom ankommenden Wellenberg hervorgerufene
Schwingung nach oben voll ausfien. Es ist, als ob man diesem Ende eine ruckartige Bewegung nach
oben erteilt lafte, die jetzt als Wellenberg nach linlkauft.

Die Reflexion einer Seilwelle an einer Wand mit festem und losem Ende ist nur ein Spezialfall einer
Reflexion einer Welle an einem dichteren unchdéren Medium. Allgemein kann man festhalten, dai3
eine Welle an der Grenze zwischen zwei Medien teilweise oder ganz reflektiert wird und zwar mit einem
Phasensprung voAy = = bei Reflexion am dichteren Medium und ohne Phasensprung bei Reflexion
am dinneren Medium.

(@) | (b)

Abbildung 4.21: (a) Zur Reflexion einer ebenen Wasserwelle an einer parabolischen bttallf(b)
Zur Definition von Einfallswinkel und Ausfallswinkel.

Wir betrachten jetzt die Reflexion einer ebenen Wasserwelle an einer parabolisamgdkn” Metall-

platte (siehe Abb. 4.21). Die ebene Wasserwelle wird durch periodisches Eintauchen einer Metallplatte
in eine flache, mit Wasser gdfte Wanne erzeugt. An dem Parabolspiegel werden die Wasserwellen re-
flektiert. Die reflektierten Wellen laufen alle zum Brennpunkt des Parabolspiegels. Man erkennt daraus,
daf der Reflexionswinkel der Wasserwellen gleich ihrem Einfallswinkelist. Unter dem Einfalls-

winkel bzw. Ausfallswinkel versteht man den Winkel zwischen dem Lot auf die Spiegelattezflind

der Ausbreitungsrichtung der Welle vor bzw. nach der Reflexion. Man kann also festhaéeder
Reflexion von Wellen ist der Einfallswinkel gleich dem Ausfallswinkel.

Brechung

Legt man in Abb. 4.21 statt eines Parabolspiegels eine flache Plexiglasschetug inafie” Wasserwel-
lenwanne (siehe Abb. 4.22), so beobachtet man &imterung der Ausbreitungsrichtung der Wasser-
wellen. Die Wellen werden zum Lot auf die Grerdtie hin gebrochenx(> (). Die Ursache hietff

ist die geringere Wassertietéér der Plexiglasscheibe. Dort besitzen die Wasserwellen eine geringere
Ausbreitungsgeschwindigkeit als im tiefen Wasser.

Allgemein kann man festhalten, dal3 an der Grextti€ zweier Medien Wellen gebrochen werden. Beim
Ubergang vom drineren zum dichteren Medium ¢(f3€ére=- kleinere Ausbreitungsgeschwindigkeit)
beobachtet man immer eine Brechung zum Lot'Rin.

5Eine genaue Diskussion der Brechung von Wellen erfolgt im Zusammenhang mit der Diskussion der Eigenschaften elek-
tromagnetischer Wellen.
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Abbildung 4.22: Zur Brechung von Wellen. Die geté Fhche markiert den Bereich mit reduzierte
Wassertiefe.

Interferenz

Wenn man in demselben Medium mehrere Wellen gleichzeitig erzeugt, so durchkreuzen sich die ein-
zelnen Wellensysteme an gewissen Stellen. Es stellt sich dann die Frage, welche Auslenkung der Mas-
senpunkt edhrt, der unter der gemeinsamen Wirkung mehrerer Wellen steht. Die Antwort auf diese
Frage wurde bereits in Abschnitt 4.1 im Hinblick auf die Superposition von Schwingungen gegeben.
Dort erhielt man das einfache Ergebnis, dal3 die resultierende Auslenkung im allgemeinen gleich der
algebraischen Summe der Einzelauslenkungen ist. Wir nannten diesen Satz das Prinzip demntemgest”
Uberlagerung. Wendet man diesen Satz auf die Wellenausbreitung anattaeh das Ergebnis, daf

sich jedes Wellensystem so ausbreitet, als ob die anderen Wellensysteme nicht vorharedenDies

gilt fur elastische Wellen allerdings nur so lange, wie die resultierende Auslenkung nicht zu grof3 wird.
VerlaRt man demHookeschen Bereich, so liegt kein lineares System mehr vor und das Superpositions-
prinzip verliert seine @ltigkeit.

Abbildung 4.23: Zur Interferenz von Wasserwellen. Die Kreise sollen abwechselnd Wellenberge und
-taler darstellen.
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Ungesbtite Uberlagerung kann man besonderssthéi Wasserwellen beobachten. Die durch Regen-
tropfen erzeugten kleinen Kreiswellen bilden sich auf einer von groRen Wasserwellen durchsetzten Ober-
flache genauso aus wie auf einer ruhenden Waask#dl Erzeugt man in einer Wasserwanne zwei Kreis-
wellen mit gleicher Frequenz und Phase, sind vom Entstehungsort ausgehende hypeideZonen

von Wasserwellenbergen und Wellelet'n zu beobachten. Dazwischen gibt es Gebiete, die frei von Wel-
len sind (siehe Abb. 4.23). Ausdchung erfolgt, wenn Wellental und Wellenberg zusammentreffen, die
Wasseroberfiche bleibt dann in Ruhe. Trifft Berg und Berg oder Tal und Tal zusammen, sankérst”

sich die Wellenbewegung. Man bezeichnet diese Erscheinungtafferenz

N @||,p (b)
W+,

Wl(x\)\-, N2

Abbildung 4.24: Zur Interferenz zweier eindimensionaler Wellen gleicher Frequenz und Ausbreitungs-
richtung. Der Gangunterschied kegt'in (a); - A und in (b)(j + 1/2) - A.

Zwei Wellen gleicher Frequenz und Phase \aaigin sich Konstruktive Interferenzwenn ihr Gangun-
terschiedA gerade ein ganzzahliges Vielfaches der WeHdagE\ ist, d.h. A = j - A mit j = ganze
Zahl. Dieser Gangunterschied entspricht einer Phasenschiebunfygen 5 - 2. Entsprechend be-
kommt man Ausdschung @estruktive Interferenzwenn fir den Gangunterschiefl = (5 + 1/2) - A
oder die Phasenschiebudgpy = (25 + 1) - = gilt (siehe Abb. 4.24).

Das Interferenzbild bleibt statian(zeitlich unveahdert), wenn die beiden Wellenerreger mit zeitlich
konstanter Phasenbeziehung schwingen. Das Zustandekommen von Interferenzen zwischen zwei Wel-
lenzigen ist im allgemeinen nur dannoglich, wenn zwischen ihnen eirk®nstante Phasenbeziehung
besteht, d.h. wenn die Phasenschiebung zwischen den Schwingurggengn den beiden Erreger-
zentren jedenfallsuii’die Dauer von mehreren Schwingungen konstant bleibt. In diesem Fall nennt man
die interferierenden Wellengje kotarent Bei nicht koldrenten Wellen, bei denen sich die Phasendif-
ferenz séindig schnell und unregelfigandert, verwaschen die auftretenden Interferenzen, so dald ihre
Beobachtung nicht mehraglich wird1®

4.2.5 Stehende Wellen

Wird eine Welle an einem Medium reflektiert, interferiert sie mit sich selbst. Einlaufende und
ricklaufende Welleruberlagern sich, und man sieht an jeder Stelle nur die Resultierende. Da einlau-
fende und reflektierte Welle kalnént sind, bildet sich ein statiarés Interferenzmuster aus. Es entsteht
einestehende Wellenit statioraren Knoten (Stellen der Ruhe oder verschwindender Auslenkung) und
Bauchen (Stellen maximaler Bewegung oder maximaler Auslenkung).

%Die Erfahrung zeigt, daR die von zwei verschiedenen Lichtquellen ausgehenden Wellearémiadirid und keine beob-
achtbaren Interferenzen liefern. Karehtes Licht kann man heute allerdings mit Lasern erzeugen, die extremehtds Licht
aussenden. Dieses extrem koérite Licht wird z.B.d die Holographieberotigt.
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Betrachtet man eine Seilwelle, die an einer Wand reflektiert wird, so sind die einlaufende und die reflek-
tierte Welle durch

Uy = ¥y sin(kzr — wt)
und Uy = Yy sin(kz +wt+ Ap) (4.2.18)
gegeben, wobei\y ein eventuell bei der Reflexion auftretender Phasensprung ist. Die resultierende
Schwingung ergibt sich damit zu
U = U, 4 Uy =2¥) cos(kz + Ap/2) sin(wt + Ap/2)

oder U = Uy(z) sin(wt + Ap/2) . (4.2.19)

Man erfélt also eine Schwingung, deren Amplitude vom Ortaut, jedoch nicht deren Phase, da im
Argument der Sinusfunktion die Ortskoordinate nicht mehr auftritt. Die Phasengeschwindigkeit ist also
v = 0, man spricht deshalb von einer stehenden Welle.

Aqu

Xy

RRDA
NAINA

A /

Xy

>

A4 A/2

Y

Abbildung 4.25: Zur Ausbildung einer stehenden Welle durch Reflexion am festen (oben) und losen
Ende (unten).

Fir die Reflexion am festen Ende tritt ein Phasensprungvpn= 7 auf. Man erfalt damit

2
To(z) = 2o cos(kz +m/2) = 2Ty sin(kz) = 27, sin(T7r z) . (4.2.20)

Am festen Endex = 0) hat die stehende Welle einen Schwingungsknoten (siehe Abb. 4.25a).
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Fur die Reflexion am losen Ende tritt kein Phasensprung auf. Maaitetarmit

Uo(z) = 2%y cos(kz) = 2T, cos(%r x) . (4.2.21)
Am losen Ende#£ = 0) hat die stehende Welle also einen Schwingungsbauch (siehe Abb. 4.25b).

beidseitig ein festes Ende beidseitig
festes Ende ein loses Ende loses Ende

T
_\_/_ N

¢=(n+1)/2* A ¢=(2n+1)/4 * N ¢=(n+1)/2* A

A=2¢/(n+1) A=4¢/ (2n+1) A=2¢] (n+1)
v=(n+1)/2¢{ *v V=(2n+1)/4* v v=(n+1)/2¢*v

Abbildung 4.26: Bedingunguii'die Ausbildung von stehenden Wellen bei beidseitigem festen Ende, je
einem festen und losen Ende und beidseitigem offenen Ende. Grundton (oben), erster Oberton (Mitte)
und zweiter Oberton (unten).

Bisher wurde nur eine Reflexionsstelle bekSichtigt. Die zuuckkehrende Welle wird aber nach einiger
Zeit ebenfalls an die Grenze des Mediums gelangen und wird dort nochmals reflektiarbe8agért
sich mit der schon vorhandenen stehenden Welle. Soll es nicht zuoghsliig kommen, assen be-
stimmte Bedingungen arfit sein, die in Abb. 4.26 zusammengefal3t sind.

Ein Beispiel fir eine stehende Welle bei zwei festen Enden ist die Saitenschwingung. Miy/o/p
undo = F'/A, wobei A der Saitenquerschnitt urfd die Kraft ist, mit der die Saite gespannt wird, alth”
man die Frequenz des Grundtonsigu= le\/F/Ap.

4.2.6 Schallwellen

Mechanische Wellen sind an deformierbarerpér als Ausbreitungsmedium gebunden. Das Ausbrei-
tungsmedium Luft istdi den Menschen von besonderer Bedeutung. Der Mensch kann mechanische
Wellen im Frequenzbereich zwischen etwa 20 Hz und 20 kHz akustisch wahrnehmen. Man bezeichnet
diese Wellen al$Schallwellen In gasbrmigen Medien sind Schallwellen Longitudinalwellen, die Gas-
molekile werden in Fortpflanzungsrichtung der Welle periodisch aus ihrer Ruhelage ausgelenkt. Die
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Maxima und Minima der Auslenkung bei einer Transversalwelle entsprechen hiaurvienagen und
Verdichtungen des Mediums. Es resultiert eine sich fortpflanzende Druckschwankung.

Schallwellen unterhalb von 20 Hz bezeichnet manlafseaschall Man kann diese niederfrequenten
Druckschwankungen spén (z.B. beim Fahren im Auto bei offenem Fenster). Schallwellen oberhalb
von 20 kHz bezeichnet man dlitraschall, oberhalb von etwa 1 GHz at$éyperschall Ultraschallwellen
haben eine breite Anwendung in der Medizintechnik und der @ensgjsfreien Werkstoffpifung.

Uberlagert man kodrente Schallwellen, so af'man stehende Schallwellen. Dies kann einfach nach-
gewiesen werden, indem man zwei parallel ausgerichtete Lautsprecher im Abgtstareinander auf-

stellt. Sie werden synchron von einem gemeinsamen Frequenzgenerator angeregt, wodurch die von
beiden Lautsprechern abgestrahlten Wellen eine konstante Phasenbeziehung besitzen. Mit einem Mikro-
phon wird das Gebiet vor den Lautsprechern abgetastet unatiiehé Intensiat mit einem MelRgert”
angezeigt. Wie bei den Wasserwellen beobachtet man Zonen dexséhslig und Veratkung. Auch
Schallwellen kihnen interferieren !

(@) (b) s

w©

A2 |

Abbildung 4.27: Stehende Schallwellen Kandt schen (a) undQuinckesche Rohr (b).

Stehende Schallwellen kann man sehroschiit Hilfe desKundtschen Rohres nachweisen (siehe
Abb. 4.27a). Dazu bringt man in ein Glasrohr, das auf einer Seite mit einem verschiebbaren Stempel
abgeschlossen ist, etwas Korkmehl. Auf der anderen Seite wird ein Metallstab, der in das Glasrohr
hineinragt, zu Longitudinalschwingungen angeregt. Die Schwingung des Stheag(jt sich auf die
Luftsdule im Rohr. Durch Reflexion der Schallwellen am mit dem Stempel abgeschlossenen Rohrende
treten stehende Schallwellen auf. Es treten genau dann stehende Wellen auf, wenn sich am Rohrende ein
Schwingungsknoten ausbilden kann. Das feine Korkmehl wird an den Stellen der Schwiragwigsb™
aufgewirbelt und lagert sich an den Stellen der Schwingungsknoten ab. Der Abstand benachbarter
Schwingungsknoten betgt A\/2. Bestimmt man diese Abstide durch Ausmessen, saft'sich bei
bekannter Frequenz die Schallgeschwindigkeit v\ in Luft bestimmen. Setzt man andererseits die
Schallgeschwindigkeit in Luft als bekannt voraus, so kann man mit dem Experiment die Schallgeschwin-
digkeit im Metallstab bestimmen. Die Wellemge der Grundschwingung des Metallstabes ist gleich der
doppelten Stablfige, die leicht bestimmt werden kann. Mit= w s /ALuft = UMetall/ AMetanr €FMEIL
Manv\fetall = VLuft (AMetall / ALuft) = VLufs (20/ALutt)-
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Ein weiteres Experiment zum Nachweis stehender Schallwellen kann miQdérmkeschen Resonanz-

rohr durchgefihrt werden (siehe Abb. 4.27b). Hierzu wird ein senkrecht angebrachtes, an beiden Seiten
offenes Glasrohr ein 8tk weit in ein Wasserbad eingetaucht. Durch Heben und Senken des Wasser-
gefdRes kann man den Wasserspiegel im Glasrolandarin. Oben am Rohr befindet sich ein Lautspre-
cher, der einen Ton konstanter Frequenz erzeugtlt Imian den Wasserspiegel ansteigen, so komt es
bei einer bestimmten Wassete zu einer Resonanzerscheinung (der Ton wird lauter). Dies ist der Fall,
wenn sich eine stehende Welle mit einem Knoten an der Wassesatterilind einem Schwingungsbauch

am offenen Ende ausbilden kann. Die Lafite im Roht mul} also eineabge von (vergleiche Abb. 4.26)

| = 2”;% n=012,... (4.2.22)

haben. Ellt man Kohlendioxid in da®)uinckesche Resonanzrohr ein, liegen die Resonanzstellen und
damit die Knoten und Bliche der stehenden Welle enger zusammen. Der Grund @afdal die
Schallgeschwindigkeit und damit die Wellankje in Kohlendioxid kleiner als in Luft ist.

Elongation, Schallschnelle, Druck

Bei stehenden Schallwellen schwingen die MollekZu beiden Seiten eines Schwingungsknotens mit
einer Phasendifferenz von (siehe Abb. 4.28). Die Knoten der Bewegung sind deshalb OdBtgr”
Druckschwankungen. Schwingen die Teilchen aufeinander zuasbst'der Druck im Schwingungs-
knoten auf einen Wentber den Druck des ungestén Mediums. Entfernen sie sich, wird der Druck
kleiner. Im Bereich der Schwingungsixthe bleibt der Druck dagegen immer konstdbtucki@uche

und Schwingungsknoten bzw, Druckknoten und Schwingwrgebfallen alsértlich zusammen

Fur die Teilchenelongation in einer stehenden Welle gilt K = 0)

U(z,t) = 2¥q cos(kz) sin(wt) . (4.2.23)

Daraus ergibt sich die Geschwindigkeit der Teilchenbewegung zu

d¥(z,t
u = c(l? ) = 2WU, w cos(kz) cos(wt) . (4.2.24)

Hierbei ist¥, die Schwingungsamplitude ung = ¥yw die Geschwindigkeitsamplitude, die auch als
Schallschnelldezeichnet wird.

Der Druck ist proportional dewrflichen Vegeinderung der Elongation, d.h.

d¥(z,t
p X ((f’ ) _ —2U k sin(kx) sin(wt) . (4.2.25)
T

Man erkennt, dal? auch der DruclaBhe und Knoten besitzt, daR aber Knotenstellen des Druckes mit
Bauchen der Bewegung zusammenfallen und umgekehrt. Das heif3t, auch die Druckschwankungen stel-
len einen harmonischen Vorgang da.

Die Druckamplitudeist gegeben durch
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Abbildung 4.28: Geschwindigkeits- und Druckverteilung bei einer stehenden Schallwelle. Die Pfeile
deuten die Richtung der Schwingungsbewegung an, digje der Pfeile die Geschwindigkeit der Teil-

chenbewegung.

Py = UppPU , (4.2.26)

wobeip ist die Dichte des Mediums unddie Ausbreitungsgeschwindigkeit des Schalls im entsprechen-
den Medium ist. Die Gaf3e pv wird als Schallwiderstandoezeichnet. Er ist ein Maf3 daf wie gut
ein Medium den Schall leitet. Dort wo sich der Schallwiderstand unsaetifgit, wird eine Schallwelle

reflektiert.

4.2.7 Energie im Schallfeld
Die schwingenden Teilchen im Schallfeld besitzen kinetische Energie. Mit der Teilchenelongati-

on ¥(z,t) = VYysin(kx — wt) erhélt man die Geschwindigkeit der Teilchenbewegungwzu=
—Ugw cos(kz — wt) = —uy cos(kz — wt). Damit ergibt sich die kinetische Energie zu

1 1
Exin = -mu” = §mu% cos?(kx — wt) = Em\I/%wQ cos? (kz — wt) . (4.2.27)
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Als Energiedichte einer Welle bezeichnet man die kinetische Energie pro Volumeneinheit

Eyin
v

1
§qu§w2 cos®(kz — wt) . (4.2.28)

Im zeitlichen Mittel betagt die Energiedichte

Ekin o 1 2 9
v = 4,0\1100.) , (4.2.29)

da das zeitliche Mittetos?(kz — wt) = 1/2 ist.

AuBBer der kinetischen Energie besitzen die Malekim ausgelenkten Zustand noch potentielle Ener-
gie E,. Sie ist jedoch im zeitlichen Mittel genau gleich grof3 whg,. Damit betegt die gesamte
Energiedichte

Ean + E 1
= w:?ﬂ/%w?. (4.2.30)

<!

Die Intensitit oderSchallsarke I wird definiert als

Exin 1 1
I= v U= §p\113w2 v = Epu% v . (4.2.31)
Die Dimension der Schallatke ist
J w
I1=1 = 1 — . 4.2.32
N=1— — (4232)

Die Schallstirke ist die Energie, die pro Zeiteinheit auf eine senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der
Schallwelle gestellte BEheneinheit trifft. Man spricht deshalb von eifgrergiefludichte

Horempfinden

Das menschliche Ohr besitzt nichirfdlle Frequenzen die gleiche Empfindlichkeit. Seineliste Emp-
findlichkeit hat es etwa bei 3 kHz. Diedfischwelle, d.h. die Schaltke, die gerade noch wahrgenom-
men wird, liegt fir diese Frequenz bei et > W/m?. Fiir eine Frequenz von 1kHz begt sie nur
noch10~'2 W/m?. Diese Schallsiike entspricht einer Schwingungsamplitude von#ure 10~ m.
Ware das Ohr nur ein wenig empfindlicher, sankte es die thermische Molelstchwingung als Rau-
schen wahrnehmen. Die Schmerzgrenze des menschlichen Ohres liegt b&)&twam?. D.h. der
Empfindlichkeitsbereich des Ohres erstreckt siber'6 GoRenordnunger.

Es besteht kein linearer Zusammenhang zwischewerpfinden l(autsirke) und Schallsirke.
Naherungsweise wird dieser Zusammenhang durchAdeiser-Fechnessche Gesetz beschrieben. Da-
nach verhalten sich die Empfindung des Ohres und der Logarithmus der physikalischenalnpeasit™
portional zueinander. D.h.

YEs sei hier angemerkt, daR keiorstliches MeRgat"ohne Umschaltvorrichtung einen derart groRen Bereich erfassen
kann.
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| Empfindung des Ohres= const.-logjg ] . (4.2.33)

Auf den Horschwellenwert vordy = 1012 W/m? bei 1 kHz ist deiSchallpegell bezogen. Man definiert
den Schallpegel. zu

I .
Schallpegell. = 10-logyy 7~ mit Iy =10""2W/m? . (4.2.34)
0

Der Schallpegel wird in der dimensionslosen Zahl dB (= dezibel = 1/10 Bel) angegeben und stellt eine
Umrechnung der Schalkstke in ein logarithmisches Mal3 dar. Ein Schallpegel von 20 dB bedButet

10 - 2, alsol /Iy = 100 bzw. I = 100 x 10~'2 = 10~'° W/m?. Ein Schallpegel von 120 dB entspricht

also einer Schallatke von 1 W/rh.

Leider gibt die dB-Skala nicht unserarempfinden wieder, da dieses von der Frequenamdph 'Um
die Lautstirke L, eines Geaiisches zu definieren, bezieht man sich auch auf deacHwellenwerth
von 1kHz. Man bestimmt die Lautstke durch eine Vergleichsmessung in folgender Weise: M&n |”
einen 1kHz Ton so laubtien, da? man ihn ebenso laut wie das zu bestimmendmu&sdr'empfindet.
Die Intensitit I des 1 kHz Tons wird gemessen und man definiert die Lakstdann zu

I
Lautstirke des Geaisches, = 10-log10[—. (4.2.35)
0

Die so definierte Lautatke ist zwar eine reine Zahl,agt aber die EinheiPhon Fir die Frequenz
von 1kHz entspricht also der Schallpegel in dB exakt der Latkstin Phon. Bi' die meisten anderen
Frequenzen ist wegen der geringeren Empfindlichkeit des menschlichen Ohres diarkaltstPhon
kleiner als der Schallpegel in dB (siehe Abb. 4.29). Wichtig ist, daf} die lakesimmer durch eine
Vergleichsmessung ermittelt werden mu@hR'man solche Vergleichsmessungen im gesantedanén
Frequenzbereich durch, so athinan die Kurven gleicher LautaKe, die in Abb. 4.29 gezeigt sind.

Typische Wertedr die Lautséike sind: Rlistern: 20 Phon; Sprache: 50 Phon; PreRRlufthammer: 90 Phon;
Motorrad: 100 Phon; Flugzeug: 110 Phon.

Fur die Addition von Schallintensitén gilt

(Il + 12) ‘

4.2.36
i (4.2.36)

Ls’ges = ].O lOglO

Addiert man z.B. zwei Schallquellen mit einer Laat€ von 80 Phon, so ett"man L ;s =
101og;, 2 x 108 = 83 Phon.

4.2.8 Der Doppler-Effekt

Werden Wellen der Frequenzvon einer ruhenden Quelle Q ausgesandt, registriert ein ebenfalls ru-
hender Beobachter B genauSchwingungen pro Sekunde. Bewegen sich aber Sender uncakggpf”
relativ zueinander, nimmt der Beobachter B eine andere Freglerar.
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Abbildung 4.29: Kurven gleicher Lautstke im lorbaren Frequenzbereich ermittelt durch Vergleichs-
messungen. Die gestrichelte Kurve gibt diersthwelle an.

Bewegter Beobachter

Bewegt sich der Beobachter B mit der Geschwindigkedtuf die im Medium (z.B. Luft) ruhende Quelle

Q zu oder entfernt sich von dieser, so hetrdie Geschwindigkeit der Wellenberge relativ zum Beobach-
terv’ = v + w (siehe Abb. 4.30). Die Zeit” zwischen 2 Wellenbergen wird dadurgh= /(v + w).

Mit v/ = 1/T" = (v + w) /X ergibt sich die vom Beobachter wahrgenommene Frequenz zu

Vo= v <1i%) . (4.2.37)

Die vom Beobachter wahrgenommene Frequgnist also golRer, wenn sich der Beobachter auf die
Quelle zubewegt und kleiner, wenn er sich von ihr wegbewegt.

Bewegte Quelle

Bewegt sich die Quelle Q auf den Beobachter B mit der Geschwindigkeii oder von diesem weg,
sodndert sich der Abstand zwischen zwei Wellenbergenvanf X = X\ = wT (— fur Bewegung auf
Beobachter zu}- fur Bewegung vom Beobachter weg). Mit= v /v erhélt manv/V = v /v Fw/v und
damit

' v
= . (4.2.38
v TT ( )

SIS

Das heil3t, die wahrgenommene Frequehist gréer alsy, wenn sich die Quelle auf den Beobachter
zubewegt und kleiner, wenn sie sich von ihm wegbewegt.
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bewegter Beobachter

Q
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bewegte Quelle
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Abbildung 4.30: Zum Doppler-Effekt bei bewegtem Beobachter B (oben) und bewegter Quelle Q (un-
ten).

Wichtig ist, da’ ein Unterschied besteht, ob sich die Quelle oder der Beobachter bewegt. Die Fre-
quenznderung kgt also nicht nur von der Relativgeschwindigkeit®ab.

Schallmauer, Uberschallgeschwindigkeit, Machscher Kegel

Wird w = v, d.h. bewegt sich der Sender mit Schallgeschwindigkeit, spricht man vom Erreichen der
Schallmauer Die Kreise, die die entstandenenWellenberge darstellen (siehe Abb. 4.31)rdresich
am Ort der bewegten Schallquelle. Dort varken sich die Amplituden zu sehr grof3en Werten.

Fir w > v liegt Uberschallgeschwindigkeitor. Der Schall bleibt hinter der Schallquelle mok und
verdichtet sich zu Bugwellen, wie sie ahiilicher Weise auch bei fahrende_n Schiffen auftreten. Als
Umhlillende der Bugwellen ergibt sich der so genarivchsch Kegemit demOffnungswinkela, der
durch

«a v 1
e v _ 1 4.2.39
Sty w M ( )

18Djes widerspricht aber nicht dem Relataisprinzip, da Schallwellen an einerejer (Medium) gebunden sind. Im Ge-
gensatz dazu sind elektromagnetische Wellen nicht an eirgeigebunden. Hier ist nur die Relativgeschwindigkeit zwischen
Quelle und Beobachter maf3gebend.
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W=V W >V

Abbildung 4.31: Zur Schallmauer und Machschem Kegel.

gegeben ist. Hierbei is¥ die Machsche Zahl
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